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摘要 基于函数可分解性提出可伸缩的宏进化算法
.

宏进化算法 以子 函数的独立

进化为竞争式进化内环
,

而 以子函数间的协调进化为合作式进化外环
,

算法采用 多父

本杂交算子
.

从数学上初步分析了该算法收敛性与函数分解粒度数之间的指数级关

系
,

指出宏进化算法的效率高于传统进化算法
.

数值仿真与理论分析结果 一致
,

表明

宏进化算法的效率主要由函数的分解粒度决定
,

是一种可伸缩的进化算法
,

具有实际

工程应用价值
.
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进化计算是一类可用来求解复杂优化与解空间搜索问题的仿生过程类算法
,

被广泛认为

是可成功地用于科学与工程各领域的一种自组织
、

自适应人工智能技术
.

优化 目标函数的复

杂性可 由维数与变量之间的非线性藕合关系描述
.

然而
,

维数越高
,

变量间祸合度越强
,

进化

算法陷人局部最优域的概率越大
.

为了降低函数的维数
,

可 以把复杂函数分解成较小的子函

数 ;为了降低变量之间的非线性祸合度
,

可使各子 函数间的祸合变量数最小化
,

使子 函数间尽

量解藕
.

传统进化算法的缺点集中表现在种群多样性与算法收敛性之间的矛盾
.

提高种群多样性

有利于解的全局最优性
,

但同时也降低了算法的收敛性
.

宏进化算法是多物种 间以及物种 与

环境间竞争与合作过程的一种算法模型 〔̀
,

幻
.

总 目标函数分解后
,

如果把对各子函数的独立进

化视为竞争过程
,

则对原 目标函数的进化可以看成合作与协调过程
.

总 目标的综合进化压力

与各子 目标的局部进化压力构成一种宏进化过程
,

种群在宏进化过程 中保持一种动态的综合

进化压力
.

有机地结合宏进化算法中的
“

竞争与合作
”

过程
,

可以 实现算法的搜索效率与效果

之间的动态平衡
,

从而提高复杂函数的优化效率与效果
.

1 进化算法中的函数分解

一般地
,

函数可分解为若干子函数 ;进一步
,

如果各子 函数间无藕合变量
,

则称此类函数为

可分离的
.

进化算法的收敛性取决于评价准则的惟一性
,

因此
,

必须使得各子函数与原函数之

间保持一种单调关系
.
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基于 函数分解的可伸缩宏进化算法

有效分解
:
假定函数 g ( x)可分解成 k个子 函数 g `

(
二`

)
,

即 g (
二
)

= q ( 9
1
(
二 `

)
,

9 2
(

x Z
)

,

…

爵 (护 ) )
,

则称这种分解方式对于进化算法是有效分解
,

如果 g `
(
二`

)与 g (
二
)之间满足严格单调

关系 (即固定
x / ix 时

,

由 ix 的变化导致 g `
( ix )的变化与 g ( x) 的变化之间的关系不是单调降就

是单调升 )
.

其中
: 呀 D c nR

,

并且 ix c % ,

U ix = x , x / ix 即为由
x
中除去 ix 的变量部分

,

一 i二 1
,

…
,

k

k

i = 1
,

…
,

*
.

进一步
,

函数 g (
二
)

=

艺 g `
(
二`

)称为有效和式分解
.

和式分解是基本有效分解方
i二 1

式
,

通过对数等运算的转换
,

其他有效分解一般可转化为和式分解
.

无 k

最小祸合分解
:
使 习 习 {

二`
n 分 }最小 的有效分解称为最小祸合分解

,

其中 }
二`
}表示

` 二 l j
二 1

,
i 护 J

分量 ix 中变量的个数
.

最小藕合分解使分解后各子函数间的藕合变量数最少
.

对于不可分离

的函数
,

并行独立优化各子 函数必然破坏各子函数间的相关性
,

即对于一个子函数最优化的藕

合变量可能破坏另一子函数的最优性
.

因此
,

必须以总 目标函数作为各子 函数间的协调函数
.

2 可伸缩宏进化算法

以函数 盯 x) 的最小祸合有效和式分解为例
,

说明算法的原理
.

g (
x
)
二 、 ( 9

1
(

x `
)

,

9 2
(
: ,

)
,

…
,

g *
(
二` ) )

=

习 g `
(
二 `

)
.

有关函数 g ( x) 的分解说明见上节
.

设 口 为 g (动的种群集合
,

。 = 尸U 日
,

其中 尸 为父本

集合
,

日 为子代集合 ;相应地
,

设 。 ` 为子函数 g `
(
二 `

)的种群集合
,

月` = 尸`
U 。 ` ,

尸、
与 日

`
类似定

,
几 . ~ } . ,

. ~ . 二 , } n } 1 N I J 。 } I M I

二
、

义
.

设 ! 尸 } = N
,

旧 ! = M : } P ` } 二 . 子 I
,

{日
、
} = . 半 .

,

i 二 1
,

2
,

…
,

k
.

/ 、
’

~
, ` ’ 一

`

”
’
~

’ 一
` ’ `

”
一 ` ’ 一 L k J ”

一 ` ’ 一 L 无 J
’ “

一
’ ~ ’

算法由 k 个子 函数 g `
(
二 `

)的竞争式局部进化层与函数 g (
:
)的综合协调进化层构成

,

竞争

层与协调层之间由多父本杂交算子衔接
.

各子种群 尸`
首先以相应子 函数 g `

(
% `

)分别从 尸 中

优选出孚个个体
,

并按传统进化算法分别进化 m
,

代
.

然后
,

分别从各子群体 p 、

中按轮盘赌规
夕 u

~ ~ k ”
『
下

’ / ’

~
’ 城 , 目

~
「曰一

’

认 / 切 刀 J

~
` 目

` ’ “ , ’ 、 ”
, ’ 、 产目 ’ z J 刀 J

,
、 目 J

’

“ ’

一 “
` 子
入

’ “
~

乃只

~

则优选父本参与多父本杂交
,

并基 于盯 x) 从杂交子代 日
`

与 p 的并集 ( 尸U 日
’

)中优选出 N 个

个体
,

作为协调进化层的父本集合 尸
’ ,

再以函数 g (
:
)对 p

.

中个体按传统进化算法进化 m Z

代
,

形成下一代总 目标父本集合 P
,

协调进化层的变异算子作用在各藕合变量上
.

这样
,

一个

宏进化周期结束
.

如此重复宏进化过程
,

根据 函数的特点
,

算法中竞争与合作的相对强度可分

别 由参数 m l
与 m :

控制
.

当 m , = m : = 0 时
,

宏进化算法竞争层与协调层合二为一
,

即竞争层

各子函数只参与相应 }李】个个体的优选
,

而协调进化层取消一个简化的宏进化周期就是
,

先
曰 `

一 ~
/ 、

一
切 ’ 州

~ L 人 J
’

“
’ ” 节

~ ~ ”
’ . J

~
“ , ~

’

~ “ 一
价 ” J `

” ,
’ 目 曰 刁 “ ~

’

~ ,
产
月 妙

.

~
’ 2 “

从当前总 目标种群 尸 中分别依每一子 函数选择 }票!个父本个体并分区域按序排列
,

形成多目
“ 、

一
’ “

’

~ 一
’ , ”

’ “ ’ ` ’

~ “ J ’
~ ~

`

~ ~ ~
` ’

L k J
’

~ ”
『 ’ / ’

~ 一
一

~ ~
` J , ” / ` ” 犷

一 ~ ~

标的混合种群
.

然后
,

多父本杂交算子均匀随机地 从不 同子群体区域按轮盘赌规则选择杂交

父本
,

形成杂交子代集合
.

最后
,

对杂交子代进行变异
,

变异后代再用总 目标选择
,

以形成下一

代总 目标种群
.

对于可分离函数
,

可取 m l = m : = 0
,

此时宏进化算法等价于对各子函数的独立

并行求解— 松弛法
.

多父本杂交算子
:
设个体 了=

(
x ,

的
,

其中
x =

(
x , , x Z ,

…
, x 。

)
, 。 =

(
。 ; , 。 2 ,

…
, 口 。

)
,

即演化
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策略 (E s )表示方案 [ 3〕
.

定义
二` ( o )= 二` / (

二 `一 ’ , `
U

二`
, ` + `

)
, 二 ` , ` + ’ = : `

门
二` + ’ , 二` 一 ’ , `

类似定义
,

x `(o )即为
二 `
中仅属于子 函数 g `

(
二 `

)的变量集 ;则有
二 =

(
二 , , 二 2 ,

…
, : 。

)
=

(
: ’ ( o ) 二 ’ , 2 x 2 ( D ) 二 , , 3 …

护
一 ’ ,

气k(0 ))
.

多父本杂交是从各子种群 p `
中按轮盘赌规则分别取一个体

x `任 尸` , x ` =
x(

` , 、 ,

x `
,

2 ,

…
, 二 ` , 。

)
二

(
:

{(
0 )x :

,

2x 圣( 0 )
x

居
, , … x

全
一 ` ,

`x飞(
o ) )

,

i = 1
,

2
,

…
,

、 ;多父本杂交算子 R、 可定义为

凡 x(
, x Z… x 、

一 : x *
)

=
x( 1(0 )砍圣ix( .0)

二

磷寸扮份0))
,

其中
,

见il’,il 拐
= 。 · : il’ `+ ’ + ( 1

一 。
)

·

x’i’ 片 ’ ,

均

匀随机变量
a e 〔0

,

1 ]
.

变异方差 向量
。
具有类似

x 的杂交过程
.

宏进化算法基本步骤

第 1 步
:
初始化宏进化种群 尸 ( 0) ;

第 2 步 :
基于子函数 二 ,

( 二` )值对第 i 代宏进化总父本集合 (P i )排序
,

选取前 }李!个作为
/ 卜 “ ,

’

~
J J

~ ~
。 ` 、 “ 产

~
` ’ J / .̀ J ’ 、 曰 ~

’ 目
`

~ ~
`

’
月、 曰

` 、 J / J” ’ J ’

~
一

~
’
刊 L k 」

子函数 g ` x(
`
)的初始种群 iP ( 0)

,

并按子 函数 g `
x(

`
)局部进化 m l

代得到 iP ( m l
)

,

其中 i =
`

l
,

“
` ,

几;

第 3 步
: 按轮盘赌规则从各子种群 p `

( m
;
)中选取父本进行多父本杂交

,

生成 尸 ( ]’) 的杂交
后代集合 日 (j )

,

使得 }日 (j ) {
=

M ;

第 4 步
:
基于函数 盯

二
)值从并集 尸 ( ,’) U日 ( )j 中选取 N 个最优个体形成集合 p

.

(j + 1;)

然后基于函数 g (
:
)对 尸

’

(j + l) 中个体进化 m:
代

,

得到第 ( j + l) 代宏进化父本集合 p ( j + 1 ) ;

第 5 步
:
终止条件满足否 ? 满足

,

则终止 ;否则
,

转第 2 步继续宏进化过程
.

3 算法性能分析

宏进化算法当 m , = m : 二 0 时
,

多父本杂交算子与比例选择的混合作用具有 与遗传算法中

模式定理相媲美的性质
,

这一性质可用如下定理描述
.

基于函数分解的宏进化算法 中
,

高于平

均适应值的解 的分布密度的递增指数高于传统进化算法
,

并与函数分解粒度数成指数级关系
.

为了简化分析
,

假定种群规模无限大
.

于是
,

解的概率分布函数变化 即为种群分布密度变

化 〔4了
.

k

假定 目标 函数 g (
二
)可分离

,

即 g (
二
)

=

艺 g `
(
二 `

)
,

其中 g `
(
二 `

) > 0
, 二`任 D ` = , aP c e

(
二 `

)
,

i 二 l

白
。 ` = 。 =

。
·
(
·
)

,

。 `。 乓
= , (即 一 n * = , )

, · 。 。 : *
· ,

` , 、
,

`
,

、 = 1
,

…
,

、
.

设尹(
二
)与广x(

`
)分别是第 ` 代种群中个体

二
与子个体 ix 的分布函数 ( i 二 1

,

…
,

k )
,

则必

有 f (
二
)

=

且广(
二`
)

,

广(
: `

)
=

{
_ _

尹(
二
) d

二 `… d x `一 ` d x ·̀ `… d x ` ,

。 / D `
表示解的定义空间 。 中

除去子解 ix 的子空间 D `
的剩余空间

.

假定进化算法适应值函数为原 目标函数
,

则第 t 代种群

一乡

"

艺=il
一一个体适 应值 的 均值 为 云

,

(
二
)

=

丁
; (

·
,, `

·
, d

·

、
: , ￡ =

丁
g `

(
X `
) , (

·
, d一

x任 D

丁
; ` (一 ) , (一 , d

· ` 为第
l

: `任 iD` D

传统连续类进化算法中

代种群相对各子 目标函数的平均子适应值
.

比例选择策略对种群分布的影响可表示为+flt (
·
,

=

争
!

(
· , =
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艺 g` (
二`
)

坦厂一了
`

(
x
)

习君
`

,

`

即种群密度变化指数为

艺 g `
(

x `
)

全云
: , `

;宏进化算法中
,

比例选择与多父本杂交算

子对种群分布的混合影响可表示为 广
+ ’

(
二
)
二 立毕马

: (
二 `

)
=

,
`

(
二
)立缪: 二 一 g : , 1 1二 1 9 : , i

即宏进化

于是
,

定理的证明转化为
:
当 g 、

( 丫 ) > 0 且 g `
( ix ) )

月

J口一一gg一
"

且=i1
算法中种群密度变化指数为

瓦
, `时 ( i = 1

,

…
,

k)
,

且
g `
(

x `

)

—
)

g t
,

i

艺 g ` (
x `
)

全
、

:
,

`

· · · · 、

-
- -

, ·
- -

· , ·

一 「g 、
(

x `
)

_
_

此处址明从峪
·

此外
,

似足 ) = m i n l一丁
-

一
, ` 二 l, ”

’

L g
t , i

、

}
,

则有立旦{)王卫
二 , *

J i二 1
g

t , i

.

此定

理说明采用多父本杂交算子 的宏进化算法中
,

解 的密度变化指数与分解粒度数 k 成指数关

系
.

k 越大
,

高于平均适应值的解 的密度递增指数越高
.

因此
,

基于函数分解 的宏进化算法 的

求解效率高于传统进化算法
,

且分解粒度愈小 ( k 越大 )
,

算法求解效率愈高
.

此结论可推广 至

m l 尹 O 和 / 或 m : 尹 ;0 对于有序相关类弱藕合函数
,

此结论的一般形式也是应该满足 的
,

并可通

过数值计算验证
.

数值仿真分析

宏进化算法效率可用典型的高维复杂函数优化进行数值分析

盯
二
)

=

习 g *
(
二` , 二`十 1

)
, 二 任 渺

十 ,
其中基本子函数为

了 了f l 、 2
.

了 [ 、 2、 、
g ` 、 x ` , x `+ ` 2 = ` 一 ” x p 、 一 以 x ` +

i 干i )
+ 、 x `+ ` 一

而 i ) ] ) -

f f l 一 、 Z f l 、 2 \ \
e x p气

一 、气x ` 一
飞下五 ) + 气x ` + ’ +

屯耳五 ) ) )

、 ( x )
=

习 、 *
(
二` , 二`十 1

) x 任 皿
“ + ’ ,

其中基本子函数为

、

l
毛

、 .....
1

苦`

、. ...矛口
.、

、 1...口少内̀乙、

l
产、恤....,J刃

1

一闪
1

一+i1一+十+XX

声矛.̀. ..、 、
/

,..
、̀

十+

门̀乙
`

l
`

、̀ ..
口I1

一闪
1

一ù十一XX!
J

!
、少了. ....、

!
`

一一

苦

!!PPee XX一一

`1.月

l

一一
叮̀ (

x ` , x 、 + 1
)

函数 g (
二
)与 q (

二
)是可扩展的有序藕合关系函数

,

存在惟一全局最优解
,

其复杂性均随维

数升高而增大
,

且函数 q (
二
)的结构 比 g (

二
)复杂得多

.

如果采用梯度下降类解析算法
,

此类 函

数的高维优化是几乎不可求解的 ;即使采用随机启发式搜索算法
,

也因易陷人众多局部最优域

而过早收敛
,

如模拟退火算法与传统的进化算法等
.

仿真分析采用简单宏进化算法
,

即 m l = m : 二 0
.

简单宏进化算法每代访问总 目标函数次
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数 (计算代价 )与传统进化算法相 同
,

因而仿真结果可用每代最优解的收敛 曲线比较
.

连续函

数优化一般采用演化策略
,

因此
,

采用演化策略变异算子 的简单宏进化算法简称宏演化算法

(M SE )
.

数值分析的 目的是
,

分析宏演化算法收敛性与函数分解粒度之间的关系
,

并 比较宏演

化算法与传统演化策略的收敛性随函数复杂性增长时的变化情况
.

基于函数的不同分解粒度
,

图 1与图 2 对宏演化算法收敛性与函数分解粒度之 间的关系

进行了数值分析
,

并与传统演化策略作了比较
.

取种群父本个体数为 N = 41
,

子代个体数为

100
,

算法采用精英保留策略
.

取
n 二 100

,

函数可按序均匀分解成 5 等份 ( 5
x
20 )

,

or 等份 ( 10

x or )和 20 等份 ( 20
x 5 )

,

此即为函数的最小祸合分解
,

如 g ( x) 的 5 等份最小藕合分解可表示
4 汾

x
( i

+ 1卜 1

为 g (
二
)

=

习 艺 。 、
( xj

,

xj
十 l

)
.

传统演化策略可视为不作分解的宏演化算法 ( 1
、 100 )

.

仿真

结果表明
,

宏演化算法的收敛性随函数分解粒度降低 ( k 增大 )而提高
,

且远高于传统演化策略
.

nóUR11娜绷阁

匕匕匕进进退之扮一一~ 一一搞二二二士二二===

玛撼旧

宏进化代数
0 5 0 10 0

宏进化代数

15 0 2 0 0

图 1 函数 g (
:

)分解粒度与收敛性关系 图 2 函数 抓
、
)分解粒度与收敛性关系

l

— 璐
,
2

—
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x
20 )

,

3

—
M ES ( 10

x l o )
,

l

— 此
,

2

—
M巧 ( 5

x
20 )

,

3

—
M ES ( 10

x l o )
,

4

—
M璐 ( 2{)

x s ) 4

一
M ES (2()

x s )

图 3 与图 4 是宏演化算法与传统演化策略可伸缩性能的比较仿真分析结果
.

两函数的基

本子函数个数分别取 50
,

100 与 2田
,

即 n 二
50

,

100 与 2叨
,

相应种群父本规模亦随函数维数成

250075502500
,̀,山1111

玛戴阁

n,9
内J鸟乙

玛撅田

19 卜 \\ \ 、
4

10 0
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图 3 基于函数 盯
二

)的可伸缩性比较
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,
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,

4

—
M正5 ( 10 x 10 )

,
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— 玲 ( 5() )
,

吞一一
-
M ES ( 5
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图 4 基于 函数 q ( x) 的可伸缩性比较

l

— 鹉 ( 2X() )
,
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—
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x l 0 )
,
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.

4

—
M ES ( 10
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,
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,

6
~
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:

基于 函数分解的可伸缩宏进化算法

倍增加
,

分别取 N 二 1 1
,

21 与 41
,

子代规模均取 100
,

每一个体变异最多不超过 3 个变量
,

算法

亦采用精英保留策略
.

对 3 种不 同维数的函数进行相同粒度的最小藕合分解
,

使得分解子 函

数均含 10 个相邻基本子函数
.

图 3 与图 4 表明
,

宏演化算法的收敛性随函数维数的增长变化

不明显
,

而传统演化策略则有明显下降
,

且函数愈复杂
,

宏演化算法的效率愈明显
.

此外
,

用 网

络计算多任务调度问题【5〕进行仿真分析
,

也得到了类似结果
.

5 结论与问题

宏进化算法 中子种群间既竞争又合作的进化过程是实现种群多样度与算法收敛性之间动

态平衡的一种有效方式
.

宏进化算法 的收敛性主要 由函数的分解粒度决定
.

对于同一 函数
,

宏进化算法 的收敛性与分解粒度数成指数级关系 ;对于可扩展函数
,

具有同一分解粒度的宏进

化算法的收敛性基本不变
.

理论分析与数值分析结果一致
,

均表明宏进化算法 的收敛性高于

传统进化算法
.

宏进化算法可以克服复杂函数的维数灾难
,

并可最大程度地降低由非线性祸

合关系所产生的复杂性
,

是一种可伸缩的进化算法
.

宏进化算法子种群规模的均分原则只是一种简化处理
,

搜索过程中应根据子种群对总 目

标的贡献按 比例分配
,

这是一种 自适应的子种群规模分配策略
,

值得进一步研究
.

此外
,

实际

问题往往存在约束条件
,

如背包问题等
,

约束条件会使宏进化算法的实现复杂化
.

目标分解如

何与约束条件相结合
,

以使子 目标间的
“
强强联合

”

对约束条件的破坏性最小
,

也是值得进一步

研究的问题
.
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